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(BB POLTECHNIKA | Cel prezentacji

Celem prezentacji jest rozdzielenie dwéch poje¢, ktére w jezyku potocznym
i w dokumentacji jezykéw programowania czesto bywaja mieszane:

1. modulo w sensie matematycznym, zwigzane z kongruencja i reszta
euklidesows,

2. operator % w jezykach programowania, ktéry bardzo czesto
oznacza jedynie pewng reszte po dzieleniu catkowitym.

Przewodnie pytanie brzmi: dlaczego dla liczb ujemnych ten sam zapis moze
dawa¢ rézne wyniki w matematyce, w C i w Pythonie?
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S mmsy, POLITECHNIKA
BB toaneka ™ | Plan

‘ Matematyczny punkt wyjscia

@ Skad biora sie rézne wyniki?

@ C a Python

@ Dlaczego projektanci jezykéw wybrali rézne reguty?

@ Konsekwencje dla algorytmiki i implementacji
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ARy POLTECHNIKA | Kongruencja i klasy reszt

Dla ustalonego modutu m € Z* definiujemy relacje kongruencji:

a=b (modm) <= m]|(a—0).

Interpretacja

Liczby a i b sa réownowazne modulo m, gdy maja te samga reszte
euklidesowg przy dzieleniu przez m.

Przyktad

Dla m =5 liczby
7, -2, 3,8, 13

naleza do tej samej klasy reszt, poniewaz kazda z nich jest kongruentna do
3 modulo 5. )

W matematyce dyskretnej pracujemy wiec najczesciej nie z dowolnym
przedstawicielem klasy, ale z jej kanonicznym reprezentantem z
przedziatu {0,1,...,m — 1}.
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BBy POLTECHNIKA | Tw. o dzieleniu euklidesowym

Twierdzenie (Dzielenie euklidesowe)

Dla dowolnych liczb catkowitych a € Z oraz b € Z\ {0} istnieje doktadnie
jedna para liczb catkowitych q,r taka, ze

a=bg+r

oraz
0<r<lb.

Whiosek

Liczba r jest reszta euklidesowa. Jest ona zawsze nieujemna i
jednoznacznie wyznaczona.

Uwaga terminologiczna

W matematyce przez zapis a mod m dla m > 0 najczeSciej rozumie sie
wiasnie te reszte r. |
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FIEESY; POLITECHNIKA

Iy POLITECHNIKA | Co mamy dla liczb ujemnych?

W matematyce znak dzielnej lub dzielnika nie zmienia definicji reszty

euklidesowej: nadal wymagamy, aby

Przyktad 1: ujemna dzielna
—7=5-(-2)+3
Zatem

—7mod 5 = 3.

Kluczowa obserwacja

Matematycznie znak modutu nie wnosi zmian: kongruencje modulo m i

modulo —m s3 identyczne.

0<r<|b.

Przyktad 2: ujemny dzielnik
7=(=5)-(=1)+2

Zatem

7 mod (—5) = 2.

v
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@B POLITECHNIKA | Jedna tozsamo$é, wiele reszt

W kazdym rozsadnym formalizmie chcemy zachowa¢ zaleznos¢
a=0bqg+r.

Problem polega na tym, ze dla ustalonych a i b istnieje wiele par (g,7)
spetniajacych te réwnosc.

Przyktad: a = -7, b=5

Mamy jednoczesnie:

—7=5-(=2)+3 oraz —T7=5:(—1)+(-2).

Obie réwnosci s3 poprawne algebraicznie. Aby reszta byta jednoznaczna,
trzeba z géry ustali¢ regute wyboru ilorazu ¢. Od tego wyboru zalezy
wartosc¢ 7.
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B> POLTECINIKA | Dwa sposoby wyboru

4,4
Wariant A: dzielenie euklidesowe
Dobieramy ¢ tak, aby reszta spetniata

0<r<|b.

To prowadzi do matematycznej reszty euklidesowe;.

Wariant B: dzielenie catkowite zalezne od jezyka
Najpierw definiujemy, czym jest iloraz catkowity ¢:
e obciecie do zera,
e zaokraglenie w dét (floor),
® rzadziej inne konwencje.

Potem definiujemy reszte wzorem

r=a— bq.

v

Piotr Lange Modulo matematyczne a informatyczne 16 kwietnia 2026 7/17




Uwaga
Rézne jezyki programowania nie kt6ca sie o algebre; one po prostu inaczej
definiuja iloraz catkowity. To automatycznie daje inne reszty.

Uwaga 2

Operator dzielenia catkowitego w Pythonie to //, aw C / o ile oba
argumenty sa typu catkowitego.
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@By POLTECHNIKA | C: iloraz obcinany do zera

W jezykach z rodziny C (do ktérej nalezy m.in. C++) przyjmuje sie dla
liczb catkowitych iloraz obcinany do zera. Dla a = —7 i b =5 mamy

—-7/6=-14 = gq=-1
Zatemr = —7—5-(—1) = —2.
Konsekwencja w C

—7%5 = —2.

7/5 ==-
7% 5 == -
7% -5 == 2
7Y -5 == -

Charakterystyczna wtasnos¢

W tej konwencji reszta ma zwykle ten sam znak co dzielna.
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@B POLTECHNIKA | Python: iloraz réwny |a/b]

W Pythonie operator // oznacza dzielenie catkowite przez zaokraglenie w
dét. Dlaa = —7ib=>5 mamy

~7/5=-14 = q=|-14]=-2.
Stad r = —7—5-(—2) = 3.

Konsekwencja w Pythonie

—7%5 = 3. )
7 //5 = -
7% 5== 3
7% -5 == -
7% -5 == -

Charakterystyczna wtasnos¢

W Pythonie reszta ma ten sam znak co dzielnik.
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LB ROEA KA | Poréwnanie w jednej tabeli

Dziatanie Matematyka euklidesowa C  Python
7 mod 5 2 2 2
—7 mod 5 3 -2 3
7 mod (—5) 2 2 -3
—7 mod (—5) 3 —2 -2

Jak czytac te tabele?
e Matematyka wybiera reszte kanoniczng z przedziatu [0, ).
e C wybiera iloraz przez obciecie do zera.

e Python wybiera iloraz przez floor, czyli najwieksza liczbe catkowita
nieprzekraczajaca 7.
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@B POLTECHNIKA | Dlaczego C daje takie wyniki?

1. Blisko$¢ sprzetu i jezykéw systemowych. Historycznie jezyki z
rodziny C byty projektowane tak, aby arytmetyka catkowita byta
mozliwie bliska zachowaniu maszyn i kompilatoréw.

2. Prosta regufa dla ilorazu. Obciecie do zera jest intuicyjnie zwigzane
z ,ucieciem czesci utamkowe;j".

3. Spdjnosc z réwnaniem a = bg + r. Gdy raz ustalimy
g = trunc(a/b), reszta musi by¢ réwna a — bq i wtedy dla liczb
ujemnych staje sie ujemna.

Efekt uboczny

Operator % w C nie jest matematycznym modulo w sensie teorii liczb, lecz
resztg skojarzona z dzieleniem obcietym do zera.

Piotr Lange Modulo matematyczne a informatyczne 16 kwietnia 2026 12 /17



#4mEN, POLITECHNIKA i
eoanska | A w Pythonie?

1. Powiazanie z funkcja podfogi. Python buduje arytmetyke catkowita
wokot zaleznosci
a=>b-(a//b) + (a%b).
2. Dobre wtasnoéci dla dodatniego modutu. Dla m > 0 otrzymujemy
zawsze
0 <a%m < m,

czyli doktadnie to, czego oczekujemy od reszty euklidesowej.

3. Wygoda praktyczna. Takie zachowanie jest bardzo wygodne w
cyklicznym indeksowaniu, teorii graféw, algorytmach na klasach reszt i
implementacjach struktur periodycznych.

Przyktad praktyczny
(—1)%5 = 4,

wiec przejscie ,,0 jeden w lewo po cyklu dtugosci 5" nie wymaga dodatkowe;j
normalizacji wyniku.
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BB POLTECHNIKA | Zrédto rozbieznosci

4,4
Matematyka

Najpierw wybieramy wtasno$¢ reszty: ma by¢ kanonicznym
reprezentantem klasy kongruencji, zwykle z zakresu 0,1,...,m — 1.

Jezyki programowania
Najpierw wybieramy semantyke dzielenia catkowitego, a dopiero potem
definiujemy reszte przez wzoér

r=a — bq.

Gtéwny wniosek

Ro6zne wyniki nie Swiadcza o tym, ze ktéres podejscie jest ,btedne”.
Oznaczaja tylko, ze zapis a % b bywa niejednoznaczny: raz oznacza reszte
euklidesowa, a raz reszte z konkretnej implementacji dzielenia catkowitego. |
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BB POERNIKA | Na co trzeba uwazaé?

1. Kryptografia, teoria liczb, haszowanie modularne. Zwykle
potrzebujemy reszty euklidesowej dla dodatniego modutu.

2. Portowanie kodu miedzy jezykami. Ten sam zapis a % m moze
zmienia¢ wynik dla liczb ujemnych.

3. Indeksowanie cykliczne. W Pythonie czesto dziata ,od razu”, w C
trzeba wynik jawnie znormalizowac.

Przyktadowa normalizacja w jezykach typu C dla m > 0
((a%m) + m)%m.

Przyktad

W Cdla a = —7, m = 5 mamy najpierw a%m = —2, a po normalizacji:

((~2) + 5)%5 = 3.

y
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224y, POLITECHNIKA i
EDANSKA | Podsumowanie

1. W matematyce dyskretnej modulo jest zwigzane z klasami reszt i
resztg euklidesows.

2. Dla b # 0 reszta euklidesowa 7 jest okreslona warunkiem
a=bqg+r, 0<r<lb.

3. W programowaniu operator % nie musi oznacza¢ tej samej operacji
pomiedzy jezykami.

Java
JavaScript
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SmmNY, POLITECHNIKA | 5. <
roanska A | Zrodta

Wykorzystane materiaty
® A. Szepietowski, Matematyka dyskretna.
® \W. Guzicki, Algorytmiczna teoria liczb.
e J. Topp, Elementy teorii liczb.
e Python Software Foundation, The Python Language Reference.
® cppreference.com: C reference.
® R Core Team, The R Manuals.
e MathWorks, MATLAB Documentation.

® Wolfram Research, Wolfram Language Documentation.
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